Théorie des poutres.
Quelques exemples de calculs.

Jean Fourcade



1) Théorie des poutres :

On appelle "poutre" un solide engendré par des surfaces que I'on nomme "sections droites" telles
que :

- Les centres de gravité des sections, appelée "ligne moyenne" forme une courbe continue et
dérivable.

- Les sections perpendiculaires a la courbe moyenne varient de maniére continue et lente.

- Les dimensions des sections sont petites par rapport a la longueur de la poutre.

On appelle fibre un volume généré par une portion dS de section droite suivant une courbe parallele
a la courbe moyenne. La fibre neutre est la fibre générée par la courbe moyenne elle-méme.

La courbe moyenne avant déformation est supposée droite et repérée par 1'axe X. On considere que
la poutre subit des forces suivant I'axe Y et X. La poutre ne se déforme donc que dans le plan X-Y.

Au final une poutre se modélise donc par :
- une fibre neutre seule caractérisée par sa longueur et une hauteur y(x) si la poutre n'est
pas droite,
- unesection S(x) etson moment quadratique /,(x)

La poutre transmet des efforts normaux suivant I'axe X (notés N), des efforts tranchants (ou de
cisaillement) suivant Y (notés 7)) et des moments suivant Z (notés M).

Le champs de déplacement se résume a trois inconnues qui sont : U etV les déplacements
respectivement suivant X et Y et w la rotation autour de Z caractérisant la flexion.
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Nous calculerons les efforts de cohésions en utilisant la convention des efforts a droite : on
considere les efforts qu'exerce la partie droite de la poutre sur la partie gauche.

Ainsi la reégle pratique de calcul des efforts au point / est la suivante :

« La résultante (N suivant X et 7 suivant Y) est égale a la somme de toutes les forces
extérieures appliquées a la poutre au dela de 7/ (X croissant),

+ le moment résultant (M suivant Z) est égal au moment calculé au centre de gravité de la
section en/ de toutes les forces extérieures appliquées a la poutre au dela de / (X
croissant).

Les lois de comportement donnent :
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« FE le module de Young (ou module d'¢lasticit¢) du matériaux constituant la poutre. Ce

coefficient relie la contrainte de traction (terme K de la premicre équation) et la

, . ou \ . . .
déformation (terme or ). Le module de Young a la dimension d'une contrainte et est
X

exprimé généralement en MPa ou en daN/mm?.

« G le module de cisaillement. Ce coefficient caractérise les déformations causées par les
efforts de cisaillement. Le module de cisaillement a également la dimension d'une
contrainte. Dans le cas de matériaux isotropes, le module de cisaillement est reli¢ au
module d'¢lasticité par la relation :

oo E
2(1+v)
avec v le coefficient de poisson. Celui-ci vaut pour un matériaux quelconque 0,3.

I le moment quadratique de la section suivant Z défini par :

szs yids

En intégrant la premiere équation on obtient le déplacement suivant l'axe de la poutre. En intégrant
la deuxiéme équation on obtient les rotations entre les sections. En intégrant enfin la derniere
équation on obtient la fleche.

La contrainte que subit le matériau a une distance y de la ligne moyenne est donnée par 1'équation

Soit y . et y . les positions des fibres externe inférieures et supérieures. La contraint
maximum subie par le matériaux est :
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2) Poutre composite :

2.1) Cas général :

Les lois de comportement doivent intégrer le fait que les modules de Young et de cisaillement sont
hétérogenes.

On introduit les quantités suivantes :
- Ligne moyenne définie par : f E ydS
- Larigidité équivalente de traction : [ES ]:f E dS

- Larigidité équivalente de flexion: [EI ]zf E y*dS



. Larigidité équivalente de cisaillement : [GS ]=f G, dS
Les lois de comportement s'écrivent alors :
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La contrainte que subit le matériaux i a une distance y de la ligne moyenne est :

_gp( N M
G"_E"([ES] [El]y)

2.2) Cas de fibres unidirectionnelles :
Soit un composite constitu¢ de fibres unidirectionnelles enrobées dans une matrice. Lorsque le

composite est soumis a une force de traction, les déformations de l'ensemble, de la fibre et de la
matrice sont égaux. On peut donc écrire :

La surface totale de la section du composite est la somme de la surface des fibres et de la matrice :
A=4,+4,

L'effort normal subi par le composite est la somme des efforts subis par la fibre et la matrice :
N =N,+N,

Les contraintes subies par le composite, la fibre et la matrice sont par définition :

o = g = O =

c L m
c f
A A P

On déduit :

o A=0 A, +oc A
c c f f m* " m

En introduisant la relation déformation-contrainte dont le rapport définit le module de Young du
matériaux, on obtient :
eL}ECAc:efE/.Af+emEmAm

Ce rapport se simplifie sous la forme :
E A=E A +E A,

On note V; le pourcentage de fibre défini par :

A,
v,=—+
A
On déduit :
E=EV +E (1-V )
La contrainte maximale o, que peut subir le composite est atteinte lors de la rupture des fibres.

Notons o , cette derniére contrainte. Nous pouvons écrire :



o = Vfcrf—i—(l—V/.)(r

max m

avec o, la contrainte correspondante subie par la matrice. Calculons celle-ci a partir de la
déformation. De €, =€, on tire:

D'ou l'expression de la contrainte maximum admissible :
Em
(o) :O-f[Vf_'_(l_Vf)E_]

max
I

3) Calcul de quelques moments quadratiques :

3.1) Tube rond :
Un tube rond est caractérisé par un diameétre extérieur D., et une épaisseur e.

Y

On déduit la valeur du diameétre intérieur :

D =D —2e

La surface de la section vaut :

Le moment quadratique /, vaut :

D, .
Iy=4fif§(rcoscx)2rdcxdr
2
soit :

I =—(D* — D"
y 64 ex in

3.2) Tube rectangulaire :

Un tube rectangulaire est caractérisé par ses largeurs extérieure et intérieure suivant Z notés L., et
L;, et ses hauteurs H., et H;, suivant Y.
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La surface de la section vaut :
S = Lex Hex - Lin Hin

Le quart du moment quadratique est la somme de celui de la paroi verticale de 0 a H et de la

paroi horizontalede 0 & #, . Le moment quadratique /, vaut donc :

L, H, H L,
1y=4fL2M foz yzdydx+4j';m f02 y'dy dx
R 2
soit :
[ :i(LexHix_Liann)
Y12

3.3) Matériaux sandwich :

On considére le matériaux sandwich formé d'une ame d'épaisseur #; et de deux semelles
d'épaisseurs A,. La largeur est notée L.

Y
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I
J > Z
La hauteur totale du matériaux est :
h= h1 +2h 5
La surface de I'ame vaut :
S =L h

La poutre étant symétrique la ligne moyenne se situe au centre de la lame.

Notons /,; et I, les moments quadratiques par rapport a la ligne moyenne respectivement de 1'ame
et de chaque semelle.

Le moment quadratique /,; vaut :

LW
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S )




Le moment quadratique /> se calcule en utilisant le théoréme de Huygens :

sh3z L h (hl h2)2
=4 — 4+
2 12 s 2 2 2

Calculons a présent le terme [GS] . Celui-ci est calculé uniquement en réduisant l'intégrale a la
section de I'ame. En notant G, le module de cisaillement de celle-ci, on obtient :

[GS]=G,S

1



4) Quelques exemples de flexions :

Considérons une poutre de rigidité¢ de flexion E7 et de rigidité de cisaillement GS et étudions
quelques cas de chargement. Nous avons utilis¢ le logiciel de calcul formel Mapple pour intégrer les
équations et résoudre les conditions aux limites. Les résultats sont fournis en annexe.

4.1) Appuie en deux points avec une charge répartie :

Le schéma est représenté ci-dessous :

Y
A

v

v

Notons ¢ la densité linéique de force. La force totale appliquée est :
F=qlL

Nous supposerons la poutre en appuie sur des rotules. On déduit que les efforts de liaison se
résument a deux forces R, et R, . Etant donné la symétrie des efforts, on déduit que les
résultantes ont méme amplitude. On obtient finalement :

Pour calculer l'effort tranchant en un point situé¢ a la distance x de 4, on somme toutes les forces
situées a droite de ce point. Soit

L
T=R,—| qdi
On obtient :
L
T=—¢q(=—x)
2
On en déduit le diagramme de 1'effort tranchant :
T
A
qL/2
X
-qL/2

Pour calculer le moment de flexion au point x, on calcule le moment en ce point de toutes les forces



situées a droite de ce point. Soit :

M=R,(L—x)-[ q(L-1)dI

On obtient :
M=91(1—x)
2
On déduit le diagramme de 1'effort tranchant :
l\f gL’/8

>
X

Les équations différentielles qui permettent de calculer la déformée s'écrivent alors :

do_0x{Lox) gy

ox 2FEI

L
5 q(Z——X)
W2 [£g2]
ox GS

Les conditions aux limites se déduisent du systéme de fixation. Les déplacements en 4 et B son nul,
soit :

% 0
v(B)=0 [Eq4]

La résolution donne (voir annexe) :

Larotation a une x distance du point A :

1 g(—2x+L)(-2x"+2Lx+L")
24 EI

o(x)= [ligne §]

La fleche a une distance x du point A :

v(x):—L qx(L—x)(L2+Lx—x2)_l qx(L—x)

[ligne 10]
24 EI 2GS

La fleéche au point C :
4 2
384 EI 8 GS

[ligne 12]

La rotation au point A :



1 gL’ ..
w(A)=—£ o [ligne 13]

+ Larotation au point B. Elle se déduit par symétrie :

140

w(B)=
24 EI

On remarque dans l'expression de la valeur de la fleche en C le terme de déplacement di au
moment fléchissant et le terme da a l'effort tranchant.

4.2) Encastrement :

Le schéma de la poutre avec son chargement est représenté ci-dessous. Soit /' le module de la force
appliqué a l'extrémité de la poutre.

Y
A

o
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L

Calculons les efforts des liaisons. Ils se résument a une résultante Ro et un moment M, au point O.
Nous avons :

R,+T(0)=0 et M +M(0)=0

avec T(0) et M(O) respectivement I'effort tranchant et le moment fléchissant a O.

On obtient :
R,=F , M_=FL
L'effort tranchant est donc :
T=—F
Son diagramme est le suivant :
T
A
>
X
-F

Calculons le moment fléchissant en un point situé a la distance x de I'encastrement. Nous avons :

M=—F(L—x)



Son diagramme est donc :

» <

On déduit les équations différentielles qui permettent de calculer la déformée :

0w M [Eq5]

0x EI

ov F
oL ge)
0x GS

On obtient :

Larotation a une x distance du point O :

1 Fx(2L—x) _.
o(x)=—————= [ligne 21
(x) N [ligne 21]

La fleche a une distance x du point O :

_lFx2(3L—x)_Fx

v(x)= [ligne 23]
6 EI GS
La fleche au point A :
1FL' FL .
v(A)=——————— [ligne 25
(4) T 5 o Liene29]
La rotation au point A :
o(A)e—LFL ligne 26]
2 EI

Calculons la raideur équivalente. Par définition nous avons :

F=K|v(4)

La raideur s'exprime donc par :



3

1L L
K, 3El GS

i

4.3) Appuie en deux points avec une charge a chaque extrémité :

Le schéma de la poutre est donné ci-dessous :

Y
A
F F
0 A B D
i i >
C X
-~ p+———————>
a L a

Les efforts de liaison se résument a deux résultantes en A et B. On obtient étant donnée la symétrie
de la figure :

On déduit I'expression de l'effort tranchant: 7,,=—F ; T ,=0 ; T  =F

Le diagramme de 'effort tranchant est donné par :

T
A

Le moment fléchissant s'exprime par: M, =—F(L+2a—x) ; M  ,=—Fa ; M_ =—Fx
Son diagramme est le suivant :

M
A

-Fa

On intégre les équations différentielles pour x variant entre O et A (indice 1) puis entre A et B
(indice 2). La symétrie nous permet de déduire que les déformées des deux extrémités sont
identiques au signe prés.



On obtient :

ow
_1__F_x [qu]
o0x El
avl F
—=w.+— |Egl0
ox ' GS [Eq10]
ow

:o_Fa g
o0x El
ov
—=o, [Eq12]
o0x

Les conditions aux limites sont :

v (4)=0 [Eq13]
v,(4)=0 [Eq14]
w,(C)=0 [Eq15]
w,(A)=0,(4) [Eq16]

On obtient :
La rotation a une x distance du point O :

F (—x2+a2+a L)

. 1 :
=— 1 40
si x<a o(x) 5 o [ligne 40]
i a<x<k o(x)= L FalZ2x42a% L) e g
2 2 EI
La fléche a une distance x du point O :
. 1F(—x+a)(2a2—ax+3aL—x2) F(—x+a) .
=—= - 1 42
si x<a v(x) . o e [ligne 42]
si a<x<l v(x):_lFa(—x-i-a)(a—x-i-L) [ligne 45]
2 2 EI
La fleéche au point O :
2
v(0)=—LLa (2a+3L) Fa [ligne 48]
6 EI GS
La fleéche au point C :
v(c)=11a i [ligne 46]
8 E

La rotation au point O :

Fala+L)

1 )
wl0)=— ligne 50
()2 o [ligne 50]



« La rotation au point A :

_1Fal

old)=7

[ligne 51]

La raideur équivalente est donnée par :

1 a’

K 6EI

1

(2a+3L)+-+
GS

Quand L tends vers 0, la raideur de cette poutre tends vers celle encastrée.

Considérons a présent le méme chargement d'une poutre a la section rectangulaire de hauteur #
constante et de largeur / constante entre A et B mais variant linérairement de O a A etde Ba D
suivant la loi :

Le moment quadratique entre O et A s'écrit :
b )
2
1(x)=4f§ foz v dydx
Soit :
ho 1
2
I(x)=1(1+k(x—a)) vec 1=4f§ fj Y dydx
I est le moment quadratique de la poutre entre A et B .
De méme la section droite s'écrit :
S(x)=S(1+k(x—a))
On déduit les nouvelles valeurs des rigidités :
El(x)=EI(1+k(x—a)) et GS(x)=GS(1+k(x—a))
En intégrant les équations avec ces nouvelles valeurs, on obtient :

- Larotation aune x distance du point O :

Sl x<a (D(x):F(ln(]+kx—ka)(12—ka)+k(a_x))+lFaL
Elk 2 EI
. L B
si a<x<= (D(x)lea( 2x+2a+L)
2 2 EI

[ligne 66]

[ligne 71]



La fleche a une distance x du point O :

si x<a

v(x)= Fln(1 +kx—ka)(—1+ka)(—l—kx—i—ka)_l F(a—x)(3ka+k2aL—2—kx)+ FIn(1+kx—ka)

69
EIK’ 2 EI'K’ GSk [69]
i a<x<l (o Llfaardlazxtl) g0 g0
2 2 EI
La fleéche au point O :
_ _ _ 2 2 _ 2 2 2 _
v(o):_lF(ln(l ka)(—2+4ka 31( a’)-2ka+3k’a’) 1 Fa’L, Fin(1-ka) 751
2 Elk 2 EI GSk
La fleche au point C :
1 Fal® .
v(C)=— ligne 73
(C) s g Uigne 73]

La rotation au point O :

Flin(1-ka)(1—ka)+k
(o) Fnll=ka)I=ka)tka) LV Fal . oo
EIK 2 EI

La rotation au point A :

[ligne 80]

La raideur équivalente est donnée par :

l(ln(l—ka)(—2+4ka—2k2a2)—2ka+3k2a2)+l a’L In(1—ka)
2 EIK’ 2 EI GSk

1
Kl

4.4) Appuie en deux points avec une seule charge :

Le schéma est représenté ci-dessous :

Y
A
F
A B
>
VAN C
a b X
e
L »

Calculons les efforts des liaisons. Soient R, et R les réactions aux deux points d'appuis.



Nous avons :

Le diagramme de I'effort tranchant s'exprime par :

T
A
aF/L
-bF/L
Le moment fléchissant s'exprime par :
aF bF
MCB_T(L_X) 5 MAC_T X
son diagramme est donc :
M
A abF/L
\ \
On obtient les équations différentielles suivantes :
ow
L _bFx [Eq17]
ox EI
v, bF
= [Eq18]

— =,
ox GS(a+b)
ow _
_2:aF(a+b x)
ox

ov

g —f
ox GS (a+b)

[Eq19]

[E£4q20]



Les conditions aux limites sont :

v (4)=0 [Eq21]
v,(B)=0 [Eq22]
v,(C)=v,(C) [Eq23]
0, (C)=w,(C) [Eq24]

La résolution donne :
La rotation a une x distance du point A :

1 bF(L’=b*-3%")

i = li 94
si x<a o(x) p L [ligne 94]
2 2 2
si a<x w(x)z—l aF(—6xL+2L°+a +3x’) [ligne 98]
6 EIL

La fleche a une distance x du point A :

2 2 2
v(x)=—lbe(L —b"—x )_be [ligne 96]

si x<<a
6 EIL GSL
2
si a<x v(x)z—lF(L_x)(_(x_a)+2bx)—Fa(L_x) [ligne 100]
6 EIL GSL

La fleche au point C :

242
V(C)z—lFa b’ _abF [ligne 103]

3 EIL GSL
La rotation au point A :
1 Fab
w(4)=— L+b) [ligne 105
(4) 6E1L( ) [ligne 105]
La rotation au point B :
1 Fab
o(B)=— (L+a) [ligne 106
6 EIL e ]



5) Résultats Maple :



| Calcul déformées poutres
4.1) Appuie en deux points avec charge répartie
| > restart ;

[Eq 1]
> dw := q*x/2*(L-x)/EI ;
_ 1 gx(L=x)
W= TTE
[Eq 2]
> dv := w -g*(L/2-x)/GS ;
aei
dv=w— 2
) GS
_> w := int(dw,x) + C ;
q(—lx3+le2)
wwz-l 3 2 +C
2 EI
_> v := int(dv,x) + E ;
1 4,1 3 1 |
q(——x +—Lx) q(—Lx——x)
_ 1L 12 6 +Cx— 2 2 +E
2 EI GS
[ v(A)=0 [Eq 3]
> eql := subs(x=0,v)=0 ;
eql =E=0

v(B)=0 [Eq 4]
> eq2 := subs(x=L,v)=0 ;

1 g
2=—9% L CL+E=0
€42 =0, g TCLT

> solve({eql,eq2},{C,E});

| > assign(%) ;

w(x)

> factor(w) ;
1 g(2x+L) (-2 +2Lx+1%)
24 El

v(x)

> vx := factor(v) ;

1 gx(L—x) (GSI* +GSxL—x"GS+ 12 EI
24 EIGS

VX = -

> vx2 := -1/24*q*x*(L-x)*(L"2+x*L-x"2)/EI-1/2*qg*x* (L-x)/GS ;

M

@)

@)

(4)

(®)

(6)

@)

@®)

©)



_> solve({eql,eq2},{C,E}) ;
{C=0,E=0}

| > assign(%);
w(x)

oL ogx(L=x) (P+Lx—x") 1 gx(L—x)
24 EI 2 GS
_> simplify(vx2-vx) ;
0
[v(C)
> subs(x=L/2,v) ;
o5 gLt 14l
384 EI 8 GS
[w(A)
> subs (x=0,w) ;
1gL
24 EI
;4.2) Encastrement
| > restart;
[Eq 5]
> dw := -F*(L-x)/EI ;
_ F(L—x)
dw 7
[Eq 6]
> dv := w - F/GS ;
F
dv=w— —
VIEW = oo
_> w := int(dw,x) + C ;
F(Lx—%xQ)
W= - I +C
_> v := int(dv,x) + E ;
1.2 13
F(—Lx - = )
___\2 6 _ Fx
V! 7 +Cx GS +E
[ v(0)=0 [Eq 7]
> eql := subs(x=0,v)=0 ;
eql =E=0
[ W(0)=0 [Eq 8]
> eq2 := subs(x=0,w)=0 ;
eq2 :=C=0

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)



> factor(w) ;
1 Fx (2L —x)

> vx := factor(v) ;

1 Fx(3xGSL—x"GS+6EI)

VX =

6 EIGS

> vx2 := -1/6*F*x"2*(3*L-x)/EI -F*x/GS ;
| FX¥*(3L—x) Fx

2 - _ - < A== "] __
v 6 El GS
> simplify(vx2-vx) ;
0
[V(A)
> subs(x=L,Vv) ;
1L FL _FL
3 EI  GS
[ W(A)
> subs(x=L,w) ;
L EL
2 EI

| > restart ;

[Eq 9]
> dwl := -F*x/EI ;
dwl = _fx
’ El
[ [Eq 10]
> dvl := wl +F/GS ;
F
vl =wl + —
v w +GS
[[Eq 1]
> dw2 := -F*a/EI ;
__Fa
aw?2 = 7l
[ [Eq 12]
> dv2 := w2 ;
av2 =w2
> wl := int(dwl,x) + Cl1 ;
2
wi=-+EX 4 oy

2 EI

_4.3) Appuie en deux points avec une charge a chaque extrémité (largeur constante)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

@7

(28)

(29)

(30)

(31)



\
<
=
I

int(dvl,x) + E1 ;

_ 1 FY Fx
vl = G E]-+C1x+-GS-+E]
> w2 := int(dw2,x) + C2 ;
Fax
2= - 2
w Z +C
> v2 := int(dv2,x) + E2 ;
e L Fad o e
' 2 EI
[ v1(A)=0 [Eq 13]
> eql := subs(x=a,v1)=0 ;
_ 1 Fa Fa .. _
eql = ¢ &l +Cla+ GS-%EI 0
v2(A)=0 [Eq 14]
> eq2 := subs(x=a,v2)=0 ;
eq2 = L F_a3 +C2a+E2=0
=0 E
[ W2(C)=0 [Eq 15]
> eq3 := subs(x=a+L/2,w2)=0 ;
_Fa(a4—%lj
eq3 = - 7 +C2=0
[ w1(A)=w2(A) [Eq 16]
> eq4 := subs(x=a,wl)=subs(x=a,w2) ;
1 Fd  Fd
eq4 = N +Cl= 7l + C2

> solve({eql,eq2,eq3,eq4},{Cl,E1,C2,E2});

_1 Fa(a+Ll) ,,_1FaQa+L) .,_ 1 Fa(2a°GS+6EI+3aGSL)
=m0 T EIGS B2
_ L Fd(a+l)
2 E

| > assign(%);
w1(x)
> factor(wl) ;
1F(1%+f+aL)
2 El

_v1(x)
> vlx := factor(vl) ;

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

37

(38)

(39)

(40)

@)



1 F(-x+a) (2d°GS—axGS+3aGSL+6El—xGS)

vix:= 6 EIGS 41)
_> vlx2 := -1/6*F*(-x+a)*(2*a"2-a*x+3*a*L-x"2)/EI -F*(-x+a)/GS ;
_ 1 F(-x+a) (2a2—ax+3aL—x2) _F(-x+a)
vix2: 6 Z GS (42)
_> simplify(vlx2-vlx) ;
0 (43)
_w2(x)
> factor(w2) ;
1 Fa(-2x+2a+1L)
2 EI (44)
_v2(x)
> factor(v2) ;
1 Fa(-x+a) (a—x+1L)
2 EI (45)
v(C)
> simplify(subs(x=a+L/2,v2));
2
1 FalL
8 EI (46)
v(0)
> vo := simplify(subs(x=0,v1l)) ;
| Fa(24*GS+6EI+3aGSL)
= - 4
T EIGS 47
_> vo2 := -F*a"2*(2*a+3*L)/6/EI-F*a/GS ;
_ 1 Fd(2a+3L) Fa
vo2 = G £l GS (48)
_> simplify(vo-vo2) ;
0 (49)
[ w(0)
> simplify(subs(x=0,wl)) ;
1 Fa(a+1L)
2 EI (50)
[W(A)
> simplify(subs(x=a,wl)) ;
1 Fal
5 1
2 EI (51)

=4.3) Appuie en deux points avec une charge a chaque extrémité (largeur variable)
=> restart ;

[Eq 9]
> dwl := -F*x/EI/(l+k*(x-a)) ;




[w2(C)=0 [Eq 15]

] = -
dw El(1+k(x—a))
[ [Eq 10"]
> dvl := wl +F/GS/(1l+k*(x-a)) ;
F
dvl =wl
el e Tk (r—a))
[Eq 11]
> dw2 := -F*a/EI ;
_ _Fa
dw2 = I
[ [Eq 121
> dv2 := w2 ;
av2 =w2
> wl := int(dwl,x) + C1 ;
_ Fx [ FIn(Q+kx—ka) FIn(l+kx—ka)a
wl : ik + IR Ik +CI
_> vl := int(dvl,x) + E1 ;
._ 1 Fy’ FIn(l +kx—ka) FIn(l +kx—ka)x 2FIn(l +kx—ka)a
vl = -— + 3 + 2 - 2
2 Elk Elk Elk Elk
_F Fx +2Fa_Faln(l+kx—ka)x+Fa21n(l+kx—ka) +Fax
EIKF  EIF  EIFP Elk Elk Elk
2
_Fa Fin(l +kx—ka)
EIk—i—C]x—l— Sk + El
> w2 := int(dw2,x) + C2 ;
_ Fax
w2 : I +C2
> v2 := int(dv2,x) + E2 ;
| Fax’
v2:=—5 I +C2x+E2
[ v1(A)=0 [Eq 13]
> eql := subs(x=a,v1l)=0 ;
2
| F& FIn(l) Fln(l)a F Fa Flin(1)
eql = -— + — — + +Cla+ —F,+- +EI=0
2 Elk  EgIp EI¥ EIK  EI¥ GSk
[v2(A)=0 [Eq 14]
> eq2 := subs(x=a,v2)=0 ;
| Fa’
qu::_E E-l-CZa-l-EZ:O

(52)

(53)

(54)

(85)

(56)

(67)

(58)

(59)

(60)

(61)



> eq3 := subs(x=a+L/2,w2)=0 ;

Fa (a + % L)
= - 2= 2
eq3 I +C2=0 (62)
[ w1(A)=w2(A) [Eq 16]
> eq4 := subs(x=a,wl)=subs(x=a,w2) ;
_ _Fa _Fin(1) Fln(l)a _ Fd
eq4 : Tk + o Tk +ClI ZI +C2 (63)

> solve({eql,eq2,eq3,eq4},{Cl,E1,C2,E2});

2 2 32
ci- L FaQ+kl) o, 1 Fa@atl) o, 1 F(ka"=2+2ka+ka L)’E2 64)
2 El'k 2 EI 2 EIF
_ 1 Fd’ (a+1)
2 EI
;>-assign(%) ;
w1(x)
> wlx := factor(wl) ;
_ _ . _ 2
e L F(-2kx+2In(1 +kx —ka) 221n(1+kx ka)ka+2ka+k al) (65)
2 K EI
_> wlx2 := F*(ln(l+k*x-k*a)*(l-k*a)+k*(a-x))/EI/k"2+F/2*a*L/EI;
Wik = F(n(l+kx—ka) (lz—ka) +k(a—x)) i 1 Fal (66)
EI K 2 EI
_>-simplify(w1x2—w1x) ;
0 (67)
fv1(x)
> vlx := factor(vl) ;
plxi= 13 (F(-GSKx*+2In(1 +kx—ka) GS+21In(1 +kx —ka) GSkx (68)
2 EIK GS

—4JnUn+kx-—ka)GSka——2GSkx%—26Ska-—2anm+kx-—ka)GSkzax
+2In(l +kx—ka) GSK a*+4GSK¥xa—3GSKa*+GSKExal+2In(1 +kx
—ka)EIK* —GSEd*L))

> v1x2 := F*ln(l+k*x-k*a)*(-1l+k*a)*(-1l-k*x+k*a)/(EI*k"3)-(1/2)*F*
(a-x)*(3*k*a+k”2*a*L-2-k*x)/(k"2*EI)+F*1ln(1l+k*x-k*a)/ (GS*k) ;

‘dszzFﬁnUr+kx-—ka)(—I-Zka)(—l—kx-%ka) (69)
Elk
_lFWa—M(3ka+ﬁaL—2—kﬂ_+Fmﬂ+kx—km
2 P EI GSk

> simplify(vlix-v1x2) ;

177N\



w2(x)
> factor(w2) ;

N[ —

=v2(x)
> factor(v2) ;

v(C)

v(O)

_1 1
2 EIK GS

Vo

vo2 ==

Fa(-2x+2a+1L)

EI

1 Fa(a—x) (a—x+1L)

> simplify(subs(x=a+L/2,v2));

0 | —

> vo := simplify(subs(x=0,vl))

EI

.
4

—ka) ¥ GS—3GSKa*+2In(1 —ka) EIK —GSKE d*L))

(F(2In(1 —ka) GS—41n(l —ka) akGS+2 GSka +2d° In(1

> vo2 := -F/2*((1n(l-k*a)*(-2+4*a*k-2*a”2*k"2)-2*k*a+3*k"2*a"2))
/EI/k"3-F/2/EI*a”2*L+F*1ln(l-k*a)/GS/k ;
1 F(In(l —ka) (-2+4ka—2Kd") —2ka+3Kd’) 1 Fd'L

2

Fin(l —ka)

* GSk

> simplify(vo-vo2) ;

"w(O)

EIK

> wo := simplify(subs(x=0,wl))
oo LF(2In(1 —ka) =2In(1 —ka) ka+2ka+Kal)

.
4

2

EI

2

2 EI

wo?2 :
> simplify(wo-wo2) ;

w(A)
> simplify(subs(x=a,wl))

.
4

EI K

Fal
EI

1 FalL
2 EI

_> wo2 := F*(ln(l-k*a)*(l-a*k)+k*a)/EI/k"2+1/2*F*a*L/EI ;
_F(n(l—ka) (1 —ka) +ka)

(70)

71)

(72)

(73)

(74)

(79)

(76)

(78)

(79)

(80)



| > restart ;

4.4) Appuie en deux points avec une seule charge

[[Eq 17]
> dwl := b*F*x/EI/(a+b) ;
) b Fx
W= o+ b)
[ [Eq 18]
> dvl := wl - b*F/GS/(a+b) ;
o bF
dvl =wl —GS(a+b)
[ [Eq 19]
> dw2 := a*F*(a+b-x)/EI/(a+b) ;
aF (a+b—x)
aw2 =
" El(a+b)
[ [Eq 20]
> dv2 := w2 + a*F/GS/(a+b) ;
._ _alf
dav2 . W2+GS(a+b)
_> wl := int(dwl,x) + Cl1 ;
1 bFY
1== 1
W= Eat+n) T C
_> vl := int(dvl,x) + El1 ;
1 bFxY bFx
== — Ix— —"—+EI
e B arh) T TGS @) T
_> w2 := int(dw2,x) + C2 ;
aF(ax—i—bx—%xz)
w2 = El(a+b) + C2
_> v2 := int(dv2,x) + E2 ;
1 2, 1,2 13
VZ:aF(zax +2bx 6x)+C2x+a—Fx
' EI (a +b) GS (a+b)
[v1(A)=0 [Eq 21]
> eql := subs(x=0,v1)=0 ;
eql =EI=0
v2(B)=0 [Eq 22]
> eq2 := subs(x=a+t+b,v2)=0 ;
1 2, 1 21 3
aF(za(a-l-b)—i-zb(a-i-b) 6(a+b))

eq2 =

v1(C)=v2(C) [Eq 23]

El (a +D)

+E2

aF

+C2(a+b)+ %= +E2=0

GS

@®1)

(82)

(83)

84)

(85)

(86)

@7

(88)

(89)

(90)



> eq3 := subs(x=a,vl)=subs(x=a,v2) ;

aF(la3+lba2)

| bFa bFa 3 2
= 2% Lt clg——"%— +EI= 2
B B @a+s) T Gsatrn) T El (a +b) tC2a
2
a F
— 4 4R
T esarn) T
[ w1(C)=w2(C) [Eq 24]
> eq4:= subs(x=a,wl)=subs(x=a,w2) ;
1 2
F|l-a +ba
| bFd “ (2 )
4=- —"2L  4CI= 2
4=y Ea+n € Ela+b) C
> solve({eql,eq2,eq3,eq4},{Cl,E1,C2,E2});
1 aFb(a+2b) 1 aF(3a+4ba+2b)
]=-— 2=-= ElI=0,E2=
Cr=-% EIl (a +b) (2= El (a+D) ’ ’
1 aF(-d"GS+6EI
6 EIGS
| > assign(3) ;
w1(x)
> factor(wl) ;
1 bF(-3X+d" +2ba)
6 El (a+b)
fv1(x)
> vlx := factor(vl) ;
e L BFx(-x*GS+a’GS+2aGSb +6EI)
6 El (a +b) GS
> v1x2 := -1/6*x*b*F*(-x"2+a”2+2*a*b)/EI/(a+b) -b*F*x/GS/(a+b)
1 be(—x2+a2+2ba) bFx
vix2 = -— —
6 EIl (a +b) GS (a+b)
> simplify(vlx2-vlx) ;
0
_w2(x)
> factor(w2) ;
1 aF(-6ax—6bx+3x+3a" +4ba+2b")
El (a +b)
fv2(x)
> v2x := factor(v2) ;
e L aF(atb—x) (-a’GS+2xGSa—x"GS+2xGSb +6 EI)
6 El (a +b) GS

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)

(99)

> v2x2 := -1/6*a*F*(atb-x)*(-a"2+2*x*a-x"2+2*x*b)/EI/(a+b)-a*F* (a+



b-x)/GS/ (a+b) ;
1 aF(a+b—x) (—a2—|—2ax—x2+2bx) _afF(a+b—x)

2x2 = -
vex 6 El (a+b) GS (a +b) (100)
> simplify(v2x2-v2x) ;
0 (101)
_V(C)
> vc := simplify(subs(x=a,vl)) ;
_ 1 bFa(aGSb+3EI
3 EI (a +b) GS (102)
> vec2 := -F*a"2*b"2/3/EI/(a+b)-a*b*F/GS/(a+b) ;
1 Fd*b’ bFa
2=-= -
ve 3 El(a+b) GS(a+b) (103)
> simplify(vc-vc2) ;
0 (104)
[ W(A)
> simplify(subs(x=0,wl)) ;
1L aFb(a+2b)
6 El(a+b) (105)
[ w(B)
> simplify(subs(x=a+b,w2)) ;
1 aFb(2a+b)
6 El(a+b) (106)




